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Math teachers often make use of graphs to visu-
ally represent equations and concepts based on 
the expected curriculum. Thus, I decided to inves-
tigate the possibility of converting an equation, 
normally interpreted using a graph, into auditory 
form, by converting geometric shapes into sound. 
To do so, I decided to use the celebrated Man-
delbrot fractal, which uses the general equation 
z = z2 + c as a basic geometric concept. I then 
converted each equation, derived from a complex 
number, into a series of frequencies or audible 
musical notes. Each series was played on a com-
puter and represented in graph form, so that the 
mathematical self-similarity could be observed. 
The results obtained show that one can hear this 
self-similarity, and suggest that it would be pos-
sible to use auditory methods in conjunction with 
traditional pedagogical methods to teach math-
ematics. 
Manuscript edited by Deborah Raji, Coralea Kap-
pel and Brandon Tang. Translated by Julia Rob-
son.
Lorsqu’on étudie les mathématiques, nos ensei-
gnants font appel à l’utilisation de graphiques 
afin de représenter les équations et concepts 
que nous devons apprendre. C’est dans cette op-
tique de pensée que j’ai entrepris l’investigation 
la possibilité de convertir une équation, nor-
malement interprétée graphiquement, et de 
l’interpréter de manière auditive, c’est-à-dire, de 
transformer la forme géométrique en forme so-
nore. Pour ce faire, j’ai décidé d’utiliser, comme 
forme géométrique de base, la célèbre fractale 
de Mandelbrot, dont l’équation itérative est z = 
z2 + c. Par la suite, j’ai converti chaque itéra-
tion provenant d’un nombre complexe quel-
conque en une série de fréquences ou notes de 
musique pouvant être perçues par l’oreille hu-
maine. Cette série est alors jouée à l’ordinateur 
et représentée graphiquement afin d’en observer 
l’autosimilarité. Les résultats obtenus démon-
trent que l’on puisse entendre cette autosimi-
larité et suggèrent qu’il serait possible d’utiliser 
l’audio comme moyen pédagogique complémen-
taire dans l’apprentissage des mathématiques.
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Introduction
La géométrie euclidienne est très apte à dévoiler 
et expliquer notre monde de tous les jours et nous 
n’utilisons que la vue comme interface entre le con-
cept mathématique et notre cerveau. Ne serait-il 
pas intéressant d’utiliser l’ouïe comme interface 
d’apprentissage?
But
Le but de mon travail consistait à trouver une fa-
çon de transformer une séquence d’itérations d’un
polynôme quadratique complexe, c.-à-d. une 
fractale, en une séquence sonore afin d’évaluer, 
de manière auditive, si celle-ci démontrerait de 
l’autosimilarité. De plus, je voulais démontrer 
graphiquement les résultats afin de confirmer quan-
titativement mes observations sonores qualitatives.
Les fractales et l’autosimilarité
Les fractales «Escapetime» sont créées à partir 
d’une infinité de points, appartenant à un ensemble, 
et obtenus par itérations de polynômes quadra-
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tiques complexes.[1] On place ces points sur un 
plan complexe, où les axes horizontal et verti-
cal représentent la partie réelle et imaginaire du 
nombre complexe, respectivement, puis on les vi-
sualise.[2] Les fractales mathématiques sont des 
formes géométriques, qui peuvent être divisées 
en partie qui sont toutes des répliques exactes ou 
approximatives de l’entier, une propriété appelée 
l’autosimilarité.[3] Ceci rend impossible leur utilisa-
tion en géométrie Euclidienne.[1] La propriété auto-
similaire des fractales provient du fait qu’elles sont 
récursives (itération autosimilaire).
Polynôme quadratique complexe et itération
Un polynôme quadratique complexe est une ex-
pression contenant plus d’un terme, ayant la puis-
sance 2 comme plus grand exposant et contenant au 
moins un nombre suivant la forme a + bi, où a et b sont 
des nombres réels et où i = √-1 (nombre imaginaire).
[4] Une itération est l’acte de répéter un processus.[5] 
C’est la même idée que la récursivité.[5] Chaque étape 
dans un processus d’itérations donne une valeur et le 
regroupement de l’ensemble de ces valeurs crée une 
séquence d’itérations. Les valeurs dans une séquence 
d’itérations d’un polynôme quadratique complexe sont 
toujours des nombres complexes quelconques.
La fractale de Mandelbrot
La fractale de Mandelbrot, la plus connue, est 
définie par M = {c ∈ C : ∀n ∈ N, |(Pc)n (0) | ≤ 2}, 
c’est-à-dire : la fractale de Mandelbrot, M, est égale 
à un ensemble de valeurs, c, éléments des nombres 
complexes, tels que toutes les valeurs, n, soient élé-
ments des nombres naturels, pour lesquels la valeur 
absolue de la nième itération du polynôme complexe, 
Pc, commençant à l’origine (Pc)0 = 0, soit plus petit 
ou égal à 2.[6] Le polynôme complexe, Pc, générant la 
fractale de Mandelbrot est décrite par l’équation Pc : 
z = z2 + c, c’est-à-dire : polynôme complexe, tel que z 
est itéré dans z au carré, plus c, où z, comme c, sont 
des nombres complexes (Figure 1).[6]
Hypothèse
Quoiqu’il existe des logiciels générant des sons 
à partir de modèles mathématiques particuliers, il 
n’existe aucun modèle mathématique conventionnel 
pouvant transformer une valeur complexe en son. 
Mon hypothèse est que chaque valeur complexe 
peut être interprétée auditivement en transformant 
algébriquement sa partie réelle en une fréquence et 
sa partie imaginaire en une durée. Je m’attends à ce
que je puisse détecter auditivement l’autosimilarité 
des séquences d’itérations du polynôme quadratique 
complexe et à confirmer quantitativement, par anal-
yse graphique, cette détection auditive qualitative.
Figure 1. La fractale de Mandelbrot. Re[c] représen-
te l’axe des réels et Im[c] représente l’axe des imagi-
naires. La région noire est constituée des points 
appartenant à l’ensemble de la fractale, satisfai-
sant donc l’équation : M = {c ∈ C : ∀n ∈ N, |(Pc)n 
(0) | ≤ 2}. La région blanche est constituée de points 
n’appartenant pas à l’ensemble de la fractale c.-à-d. 
tous les points qui ne satisfont pas cette équation.
Matériel et Méthode
Matériel
J’ai utilisé un ordinateur avec Microsoft Windows XP 
pour faire fonctionner le logiciel de programmation 
d’ordinateur Python IDLE version 2.7.2 et le logiciel 
Microsoft Excel. J’ai moi-même développé, à l’aide 
du logiciel de programmation d’ordinateur, un logiciel 
informatique qui permet d’exécuter les calculs algé-
briques et les étapes informatiques nécessaires à la 
transformation d’une séquence de valeurs complex-
es en une séquence sonore. 
Méthode
Le modèle que j’ai développé consiste à transform-
er la partie réelle d’un nombre complexe en une 
fréquence et de transformer sa partie imaginaire en 
une durée. Ces nombres complexes sont générés à 
partir d’une séquence d’itération du polynôme z = z2 
+ c faisant partie de la fractale de Mandelbrot et tab-
ulée en deux groupes, soient leurs parties réelle et 
imaginaire. Les nombres contenus dans ces tables 
sont ensuite interprétés et convertis en fréquences 
et durées. Aux fins de simplicité, ces fréquences font 
partie de la gamme pentatonique majeure et sont 
donc de vraies notes de musique. Pour chaque valeur 
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premier joint les points pn-1 et pn. Le deuxième joint 
les points pn et pn+1. Pareillement, l’angle au point 
p'n est formé de deux segments de droite, soient 
ceux joignant les points p'n-1 et p'n et les points p'n 
et p'n+1, respectivement. On observe que les angles 
aux points pn et p'n sont approximativement égaux. 
Ceci est vrai pour tous les points, pn, appartenant à 
la séquence d’itérations formant la spirale. Puisque 
tous les angles pn et p'n sont semblables, la spi-
rale entière et, donc, la séquence d’itérations qui l’a 
produite est autosimilaire. Par extension, la séquence 
sonore dérivée est autosimilaire.
Un exemple évident d’autosimilarité d’une spirale 
produite par une séquence d’itérations du polynôme 
quadratique complexe est représenté au Tableau 1 
(test 5). Graphiquement, le nombre complexe as-
socié au test 5 est intéressant, car sa séquence 
d’itérations tend beaucoup plus lentement vers un 
point central que tous les autres nombres complexes 
testés associés à des spirales (comparer les tests 5, 
6, 7 du Tableau 1). Ceci est dû au fait que plus un 
nombre est proche de la «bordure» de la fractale de 
Mandelbrot plus sa séquence tend lentement vers un 
point central. En fait, le test 5 y tend si lentement qu’il 
semble ne pas y tendre du tout, mais semble plutôt 
osciller entre quatre points distincts. Il est donc facile 
Figure 2. Visualisation graphique d’une séquence 
aléatoire.Graphique créé à partir d’une séquence de 
points complexes aléatoires, pour démontrer la dif-
férence visuelle évidente entre ce type de graphique 
et le type de graphique créé à partir d’une séquence 
d’itérations d’un polynôme quadratique complexe, 
dont sept exemples se trouvent au Tableau 1.
de la séquence d’itérations, j’ai joué chaque couple 
(fréquence; durée, de la séquence sonore correspon-
dante) un après l’autre, sans interruption et toujours 
à la même intensité. J’ai gardé l’intensité constante, 
car Python ne contient que quelques fonctions qui 
génèrent du son, dont une seule est adéquate afin 
d’accomplir la tâche désirée. Cette fonction, telle 
qu’elle est définie dans Python, ne prends que deux 
arguments, soient la fréquence et la durée.
Après avoir développé et testé le logiciel, j’ai choi-
si un nombre complexe représentant les variables 
indépendantes (fréquence; durée) dans mon logiciel. 
J’ai ensuite écouté la séquence sonore qui en ré-
sultait pour en évaluer l’autosimilarité. Par après, 
j’ai placé les points de la séquence d’itérations cor-
respondante dans un plan complexe, où l’abscisse 
représente la fréquence et l’ordonnée la durée, dans 
Excel. Finalement, j’ai confirmé mon évaluation so-
nore, qui est qualitative, en évaluant le graphique de 
sa séquence d’itérations correspondante, qui est une 
évaluation quantitative. L’évaluation graphique ce 
fait surtout par la mesure des angles formés par la 
courbe du graphique. Ce processus est alors répété 
avec un autre nombre complexe.
Résultats 
Séquence d’itération versus séquence aléatoire
Observer l’autosimilarité auditivement semble 
subjectif et donc une analyse graphique suivit les 
analyses sonores. Qualitativement, les séquenc-
es sonores testées étaient toutes autosimilaires, 
puisqu’il y avait répétition semblable du patron so-
nore, ce qui rappelle une fugue en musique, qui est 
elle aussi une répétition semblable d’un thème. Quan-
titativement, j’ai confirmé cette autosimilarité sonore 
par analyse graphique. Lorsque je place les points 
d’une séquence d’itérations dans un plan complexe 
et que je relie les points adjacents par des segments 
de droite, j’ai observé que le graphique avait la forme 
d’une spirale qui débutait en un point quelconque et 
tendait vers un point central. En répétant ceci avec 
plusieurs séquences d’itérations, j’ai observé que 
chaque graphique ainsi créé avait la forme d’une 
spirale spécifique et distincte. En comparaison, le 
graphique de la Figure 2, généré par une séquence 
aléatoire, n’apparait pas comme une spirale.
Observation de l’autosimilarité
Pour chaque graphique, il existe un point, pn, ana-
logue au point p'n de la spire subséquente. L’angle 
au point pn est formé de deux segments de droite. Le
9Test* Nombre 
complexe
Graphique de la séquence ** Auto-
simi-
larité
1 +0,03+0,54i Oui
2 -0,03+0,54i Oui
3 +0,03-0,54i Oui
4 -0,03-0,54i Oui
5 +0,30+0,54i Oui
6 +0,35+0,25i Oui
7 +0,25+0,35i Oui
Tableau 1. Résultats représentatifs de l’expérience 
sonore et graphique. 
Le tableau ne contient que les résultats des nom-
bres complexes mentionnés dans ce rapport et non 
l’ensemble des nombres complexes testés dans le 
cadre du projet.
*Les graphiques des tests 1 et 3 et des tests 2 
et 4 sont des réflexions exactes l’une par rapport 
à l’autre. Aussi, les graphiques des tests 1 et 2 et 
des tests 3 et 4 démontrent le changement dans la 
forme du graphique causé par le signe de la partie 
réelle. Ces observations renforcissent la preuve de 
la symétrie sur l’axe des réels et de l’asymétrie sur 
l’axe des imaginaires de la fractale de Mandelbrot.
**À chaque spire de la spirale d’un graphique 
quelconque, il existe un point, pn, analogue au 
point p’n de la spire subséquente. L’angle au point 
pn est formé de deux segments de droite, soit les 
segments joignant les points pn-1 et pn et les points 
pn et pn+1. Pareillement, l’angle au point p'n est for-
mé de deux segments de droite, soit les segments 
joignant les points p'n-1 et p'n et les points p'n et 
p'n+1. La mesure de ces deux angles démontre 
une égalité approximative, malgré que l’un appar-
tienne à la spire de la spirale qui est subséquente 
à l’autre. Ceci est vrai pour tous les points pn ap-
partenant à la spirale. Puisque tous les angles 
pn et p’n sont semblables, la spirale en entier et, 
par conséquent, la séquence d’itérations qui l’a 
produite et la séquence sonore dérivée de celle-ci 
sont autosimilaires.
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d’observer son autosimilarité car les points pn et 
p'n sont quasi-identiques. Lorsque j’ai évalué cette 
séquence sonore, j’ai remarqué qu’il y avait répétition 
d’une séquence de quatre sons distincts, et j’ai donc 
pu conclure que, puisque ce patron de quatre sons se 
répétait constamment, la séquence était auditivement 
autosimilaire.
Autosimilarité des valeurs comprises à l’intérieur de 
la séquence d’itération
La fractale de Mandelbrot est autosimilaire car 
on peut observer des répliques exactes ou ap-
proximatives de la fractale entière à l’intérieur de la 
fractale. Donc, on peut dire qu’un sous-ensemble 
de valeurs, appartenant à la fractale, est similaire 
à l’ensemble de ces valeurs. Lors de mon expéri-
ence, j’ai découvert que la séquence d’itérations, et 
par extension la séquence sonore de chacune des 
valeurs complexes appartenant à la fractale, était 
autosimilaire. Je trouve ceci intéressant, car cette 
propriété s’observe d’habitude avec l’ensemble des 
valeurs de la fractale et non avec une seule valeur.
[2] Ceci indique que le principe de l’autosimilarité en-
tre un sous-ensemble des valeurs et l’ensemble des 
valeurs appartenant à  la fractale peut aussi être ob-
servé à l’intérieur d’une séquence d’itérations d’une 
seule de ses valeurs.
Changement de signe et translation dans le plan
L’effet d’un changement du signe des parties 
réelles et imaginaires d’un nombre complexe sur 
l’ensemble des séquences d’itérations m’était inat-
tendu. Pour observer cet effet, il faut comparer les 
graphiques des séquences d’itérations, plutôt que 
les points d’une même séquence. L’effet d’introduire 
une valeur négative dans la partie réelle d’un nombre 
complexe quelconque conduit à un changement de 
forme du graphique par rapport au graphique où la 
valeur demeure positive. En revanche, l’introduction 
d’une valeur négative dans sa partie imaginaire 
provoque une réflexion du graphique, ayant l’axe 
des réels comme axe de réflexion, par rapport au 
graphique où la valeur demeure positive (comparer 
les tests 1 et 2, 1 et 3, 2 et 4, et 3 et 4 du Tableau 
1). Tout comme l’observation précédente, celle-ci dé-
montre l’étroite relation entre la séquence d’itérations 
des nombres appartenant à la fractale de Mandel-
brot et la fractale elle-même, car, tout comme les 
graphiques de ces tests, la fractale est elle-même 
seulement symétrique de part et d’autre de l’axe des 
réels. 
Discussion 
J’ai réussi à développer un logiciel informatique 
efficace pour adresser mon but, qui était de trans-
former une valeur mathématique en un son. J’ai pu 
vérifier mon hypothèse de départ puisque chaque 
valeur dans une séquence d’itérations d’un polynôme 
quadratique complexe peut être interprétée auditive-
ment en transformant, respectivement, sa partie rée-
lle et imaginaire en une fréquence et une durée. Aus-
si, les séquences de points individuels appartenant à 
la fractale démontrent toutes une caractéristique de 
l’ensemble des points de la fractale. 
Certes, l’idée de transformer une séquence de 
valeurs mathématiques en sons n’est pas nouvelle.
[7] Cependant, les séquences de valeurs particu-
lières que j’ai utilisées dans ce projet, les itérations 
de polynôme quadratique complexe, semblent ne 
jamais avoir été utilisées de cette façon aupara-
vant. Ce projet est donc innovateur, car il se trouve à 
l’interface des sciences et des arts.
Après avoir écouté plusieurs séquences so-
nores, j’ai constaté qu’il était plus difficile d’accomplir 
l’évaluation qualitative de l’autosimilarité d’une 
séquence sonore en comparaison avec l’évaluation 
quantitative du graphique de sa séquence d’itérations. 
Cela est principalement dû au fait que le graphique 
permet d’observer plus d’une étape itérative à la fois, 
un avantage que la séquence sonore ne peut per-
mettre. La séquence sonore ne dévoile qu’une étape 
à la fois, car elle est en partie définie en fonction du 
temps. Il est donc impossible que toutes les étapes 
arrivent en même temps, car chacune des étapes 
doit être jouée après la précédente et, car chacune 
a une durée spécifique. Cependant, il est accept-
able d’affirmer qualitativement que la séquence so-
nore est autosimilaire, car la mémoire est capable de 
retenir la séquence de son. Donc, en comparaison 
avec un graphique, où l’information est interprétée 
par l’intermédiaire de symboles positionnés dans 
l’espace, l’information sonore doit être interprétée 
par l’intermédiaire de la mémoire, qui, elle, positionne 
l’information dans le temps. C’est pour cela que ce 
projet est intéressant : il permet d’évaluer un concept 
mathématique relativement connu en utilisant un 
sens nouveau, l’ouïe, qui interprète l’information tem-
porellement, ce qui est différent du sens générale-
ment utilisé pour évaluer ce concept mathématique, 
la vue, qui interprète l’information spatialement. 
Mon projet pourrait intéresser le domaine artis-
tique, car il permettrait aux musiciens de générer 
des mélodies fractales, ou de s’inspirer de mélodies 
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générées par mon logiciel pour créer leurs propres 
mélodies. Cependant, mon projet pourrait égale-
ment ouvrir la porte à l’utilisation de l’audio comme 
nouvelle méthode pédagogique d’apprentissage 
des mathématiques, surtout en ce qui concerne, par 
exemple, les personnes atteintes d’amblyopie ou 
d’amaurose.
Quoique j’aie trouvé plus difficile l’évaluation au-
ditive d’une séquence d’itérations en comparaison à 
une évaluation visuelle, n’est-il pas possible que cette 
difficulté ne se manifeste que par ce que je n’y suis 
pas habitué? Il a été démontré que les personnes 
ayant une déficience visuelle utilisent non seulement 
la partie auditive, mais aussi la partie visuelle et la 
partie spatiale de leur cerveau lorsqu’ils entendent.[8, 
9] Une conséquence de cette remarquable plasticité 
du cerveau est que ces personnes sont plus aptes à 
localisation spatiale d’objets par moyen auditifs que 
les personnes qui ne sont pas visuellement déficient.
[8, 9] Il y a donc possibilité que ces personnes puissent 
«voir» ce qu’ils entendent.
Directions futures
L’algorithme employé ne convertit pas les 
séquences d’itérations en séquences sonores en 
prenant en considération leur emplacement dans 
un plan. J’ai délibérément effectué une translation 
de ces séquences afin que celles-ci se retrouvent 
dans le premier quadrant du plan pour éviter que 
les fréquences et durées soient négatives. Ceci a 
pour effet secondaire d’abolir la relation cartésienne 
entre les séquences. Par conséquent, quoique les 
séquences d’itérations soient intimement interre-
liées, cette relation ne peut pas présentement être 
évaluée auditivement et représente un point impor-
tant à améliorer dans le futur.
L’utilisation de l’audio comme méthode péda-
gogique d’apprentissage des mathématiques repose 
principalement sur l’idée de neuroplasticité. Certes, 
plus de recherches sont nécessaires afin d’affirmer la 
validité de cette approche et nécessiteront la collabo-
ration d’experts provenant de plusieurs disciplines : 
les mathématiques, l’éducation, les sciences infor-
matiques, la psychologie, etc. Je crois cependant, 
à cause de mon expérience personnelle acquise en 
écoutant plusieurs centaines de séquences sonores 
lors de ce projet, qu’il serait possible d’utiliser l’audio 
comme moyen pédagogique complémentaire dans 
l’apprentissage des mathématiques. Tout au moins, 
l’audio pourrait potentiellement s’utiliser comme un 
moyen de stimulation pour l’apprentissage de con-
cepts plus abstraits.
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Review of Les fractales : une nouvelle source d’inspiration 
pédagogique, musicale et scientifique
« La musique est le langage moins le sens » 
   (Claude Lévi-Strauss)  
Contexte théorique 
Cette recherche est inspirée par les mouvements scientifiques de trouver l’ordre dans le chaos et par un 
rêve humain d’expliquer les interconnexions ontologiques entre les mathématiques et la philosophie, entre la 
science et l’art, entre l’espace et le temps.  
L’auteur a fait son projet dans le cadre des études des mathématiques fractales de Benoît  Mandelbrot, des 
nombres complexes, des études des itérations dans les mathématiques et dans l’informatique. 
Objectifs de recherche
Auteur exprime son but général à la manière assez amitieuse  -  de faire le pont entre les sciences et les 
arts. Pourtant, les ambitions ont créé un monde scientifique. 
L’auteur pose plusieurs objectifs dans son projet de recherche : 
• de développer un logiciel commercial de production musicale afin de faire le pont entre les sciences et les 
arts; 
• de trouver une façon d’interpréter auditivement une séquence d’itérations d’un polynôme quadratique com-
plexe;
• d’étudier l’autosimilarité comme la caractéristique fractale;
• de transformer une valeur mathématique en un son;
• de générer, à l’aide d’un logiciel une séquence sonore que l’on pourrait considérer musicale (strictement dit, 
le dernier ne peut pas être le but de recherche).
Méthodologie 
Je trouve que la méthodologie est le résultat le plus intéressant obtenu dans cette recherche. Première-
ment, cette recherche est très intéressante à cause de son caractère multidisciplinaire : elle unit les connais-
sances des théories et des méthodes en mathématiques, en physique, en théorie de l’information, en séman-
tique informationnel, en algèbre géométrique.  
Deuxièmement, l’auteur propose sa technique du traitement de données - un logiciel informatique spé-
cialisé qui peut comprendre et exécuter les calculs algébriques et les étapes informatiques nécessaires à la 
transformation d’une séquence de valeurs complexes en une séquence sonore. 
Recommandations pour l’auteur
Je voudrais donner certaines recommandations pour l’auteur:
premièrement, préciser les buts de ses recherches, choisir un seul but parmi dizaines d’autres et le dével-
opper par voie de conséquence; lier une idée avec un objectif de recherche, avec un -deux méthodes (pas 
plus). Sinon le texte peut être riche dans les idées nouvelles mais il est  difficile de deviner le raisonnement 
des résultats obtenus. 
lier les références avec les idées exprimées dans le texte. Il n’est pas toujours clair quels œuvres scienti-
fiques l’auteur a utilisé. 
L’auteur confirme qu’il est innovateur dans les études des itérations de polynôme quadratique complexe 
(p. 4). Mais il n’y a aucune référence sur les recherches assez nombreuses et déjà faites dans ce domaine. 
Finalement, les solutions du problème présenté dans le projet posent de nouvelles questions. La recher-
che ne donne pas les preuves que le « projet ouvre la porte à l’utilisation de l’audio comme nouvelle méthode 
pédagogique d’apprentissage des mathématiques ». L’auteur mentionne au début de sa recherche qu’il est 
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possible d’utiliser l’ouïe comme interface d’apprentissage. Cette approche vers l’enseignement est très impor-
tante dans  les nouvelles pédagogies du développement holistique de la personnalité. Peut-être, il faut écrire 
un autre article sur ce sujet?  
Principale conclusion
La recherche est sans doute intéressante et la continuation de la recherche peut contribuer aux divers do-
maines de l’activité humaine, commençant par les mathématiques finissant par la psycholinguistique. 
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